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前書き

人の運動を数理モデルを使って分析することは難しい．人の体はマクロ
に見れば複数のセグメントが関節軸でリンク状に連結された自由度の高
いリンクモデル構造を持ち，3次元空間で位置や角度を変えながら複雑な
運動を行うことができる．
また，ミクロに見れば一つ一つのセグメントは無数の筋や腱で接続さ
れており，その筋は収縮する方向や速度によって出せる力の大きさが異な
ることが知られている．しかもその複雑な制御対象をシンプルな有機体
（脳）で制御している（残念ながらその方法はまだよく分かっていない）．
これだけきくと人の運動を数理モデルを使って分析するのは難しいこ
とのように思えるかもしれないが，様々な研究者が数を多くの数理モデ
ルを提案し，極めて限定的な適用範囲であるが，人の運動の真理を数理
モデルで語ることが可能になってきた．
ここでは著者である私の経験をもとに，人の運動を扱う数理モデルの
うち，実用的なもの，理工系の大学生の一般教養程度の知識があれば容
易に理解できるものをいくつか取り上げて紹介する．
本書が多くの若い技術者に読まれ，人の運動の真理の探究に役立てて
もらえれば幸いである．
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編集履歴

日付 編集内容

2022/4/10 新規に作成を開始する
2022/10/5 第一部の暫定版を発行

表 1: 編集履歴
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本書の読み方

本書は理工系の大学生（学部生）向けに作成したものである．一般教養
程度の知識があることを前提に説明しており，細かい式の導出や，一般
的な公式の証明などは省略している（一般教養の知識を超えた内容につ
いてはなるべく丁寧な説明を記載している）．
このため，高校生や人文学系の学生にとっては，かなり無理のある，理
解が困難な内容となっていると考えられる．各部の冒頭でその数理モデ
ルを使って人の運動のどんな分析が可能なのか，簡単に概要を説明して
いるため，冒頭の説明のみを読み，理論の詳細は無視して読み進めるこ
とをおすすめする．
人の運動を扱う数理モデルの多くは，複雑であり，非線形であり，解
析解を求めることはできないため，その多くは数値シミュレーションに
よって分析される．
本書は実用を重視して編集しているため，数値シミュレーションのプ
ログラミングを行うために必要となる計算式や，変数の定義，計算順序
（アルゴリズムのフロー）についてはできるだけ丁寧に説明している．こ
のため，くどくどした前提条件や定義の説明や，計算方法の説明が多い
が，実用を重視しての説明ということでご容赦してほしい．
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第I部

幾何モデル



第 I部では線形代数を理解していれば比較的容易に扱える楕円体モデ
ルを紹介する [1][2]．
楕円体モデルでは関節角度をわずかに動かした場合に手先が動く範囲

（可操作性楕円体），関節トルクをわざかに発生させた場合に手先で発生
する力の大きさ（可操作力楕円体）を評価することが可能であり，人の
筋空間・関節空間・作業空間の関係性を記述した式を用いることで比較
的に容易にその解を求めることができる．
例えば腕を前後に動かしたときの可操作性楕円体（青）と可操作力楕
円体（緑）は図 1のように計算することができる．
可操作生性楕円体（青）を見ると，手先を肩関節に近い位置では上下
方向よりも前後方向のほうが手先が動かしやすい方向になっており，手
先が肩関節から遠い位置では前後方向よりも上下方向のほうが手先を動
かしやすい方向になっていることが分かる．
また，可操作力楕円体（緑）を見ると，手先を肩関節に近い位置では
前後方向よりも上下方向のほうが手先の力が出しやすい方向になってお
り，手先が肩関節から遠い位置では上下方向よりも前後方向のほうが手
先の力が出しやすい方向になっている．
人の感覚とは多少のズレがあるものの，人の動作感覚に近い計算結果
が得られるいることが分かる．

前後

上

下

図 1: 楕円体モデルの計算例
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本書では可操作力楕円体（緑）を使ったフルクワット，ハーフスクワッ
ト，クォータースクワットの最大挙上重量の分析も行っている．図 2，図
3がその計算結果であり，人を使った計測値と可操作力楕円体から計算し
た理論値が同じような傾向を示していることが分かる（グラフ中の数字
はフルスクワットのときの最大挙上重量を 1.00とした場合の最大挙上重
量の比率を表している）．

前後

上

下

膝
腰

肩

図 2: 楕円体モデルの計算例 2
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図 3: 計算結果のグラフ 3
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Chapter

1
計算準備

1.1 座標系の定義
空間のある位置の固定された基準となる座標系を基準座標系と呼ぶ．基
準座標系は絶対座標系，ワールド座標系，グローバル座標系と呼ばれる
こともある．次に基準座標系から見た場合の，物体に固定され，物体上
に原点を持つ座標系を物体座標系と呼ぶ．物体座標系はローカル座標系，
ボディ座標系と呼ばれることもある．
図 1.1に示すように基準座標系をΣAの原点をOAとし，直行する 3つ
の座標軸をXA，YA，ZAとする．ある物体座標系ΣBの原点をOBとし，
直行する 3つの座標軸をXB，YB，ZBとする．

図 1.1: 基準座標系と物体座標系
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これ以降の議論ではOAからOBに向かうベクトル（OBの位置ベクト
ル）をΣAの座標系で表示したものを ApBと表し，XB，YB，ZBの方向
を向く単位ベクトルをΣAの座標系で表示したもの AxB，AyB，

AzBと表
す．このとき，左上の添え字 Aはベクトルが ΣAの座標系で表示されて
いることを表している．

AxB，AyB，
AzBを使ってARB =

[
AxB

AyB
AzB

]
としたとき，この3×3

行列 ARBを回転行列（方向余弦行列）と呼ぶ．
あるベクトル rをΣAの座標系で表示したものを Ar =

[
Arx,

Ary,
Arz
]T
，

ΣBの座標系で表示したものを Br =
[
Brx,

Bry,
Brz
]T
とすると，

r = Brx
AxB+

Bry
AyB+

Brz
AzB =

[
AxB

AyB
AzB

] [
Brx,

Bry,
Brz
]T

(1.1)

であり，Ar = ARB
Brの関係が成り立つ．

ベクトル空間全体を表すのに必要なベクトルの組を基底と呼び，それ
ぞれの長さが 1であり（正規化されており），互いに直交する（内積が 0

である）ような基底を正規直交基底と呼ぶ．正規直交基底の列を横に並
べてできる行列を直交行列と呼ぶ．ここで示した回転行列も直交行列の
一例である．
直交行列にはいくつかの重要な性質がある（数学的な証明は省略する）．
RとSを n次の直交行列としたとき

• RRT = RTR = I

• Rの逆行列は転置行列である
すなわちR−1 = RT

• RとSの積RSも直交行列である

• Rの行列式は |R| = ±1である

となる．ただし，右上の添え字「T」は転置行列，「−1」は逆行列，「||」
は行列式をそれぞれ表している．
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1.2 角度の定義
身体の各体節を変形しない剛体として扱い，その剛体リンクを関節で
連結して作成した，人体を模したモデルを剛体リンクモデルと呼ぶ．
本書では 2次元上の剛体リンクモデルの関節の角度を図 1.2のように定
義する．角度は反時計回りを正とし，正の向きに矢印を記載している．ま
た，α = θ1 + θ2 + θ3 + · · ·+ θnである．

図 1.2: 2次元 nリンクモデル
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3次元空間の角度には複数の定義方法が存在する．3次元の角度を数学
的に扱うためにはオイラー角の定義がよく用いられる．オイラー角の定
義方法は複数あるが，本書ではそのうち最もよく利用されている以下の
オイラー角の定義方法を利用する．

1. 座標系 ΣAと一致する座標系を ZA軸回りに ϕ回転させた座標系を
ΣA′ (OA −XA′YA′ZA′)とする

2. 次にΣA′を YA′軸回りに角度 θだけ回転させた座標系を
ΣA′′ (OA −XA′′YA′′ZA′′)とする

3. 最後に ΣA′′ を ZA′′ 軸回りに角度 ψだけ回転させた座標系を ΣB と
する

このとき，座標系ΣAから見た座標系ΣBの姿勢は3つの角度の組 (ϕ, θ, ψ)

で表現することができ，この 3つの組で定義された 3次元上での角度を
オイラー角と呼ぶ（図 1.3）．

図 1.3: 3次元オイラー角 (ϕ, θ, ψ)
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次にオイラー角と回転行列 ARB の関係について考える．Sα = sinα，
Cα = cosαと表記すると（このような略記法は計算ミスを減らすために
有用なので覚えておくとよい），

ARA′ =

Cϕ −Sϕ 0

Sϕ Cϕ 0

0 0 1

 (1.2)

A′
RA′′ =

 Cθ 0 Sθ
0 1 0

−Sθ 0 Cθ

 (1.3)

A′′
RB =

Cψ −Sψ 0

Sψ Cψ 0

0 0 1

 (1.4)

(ϕ, θ, ψ)の回転の合成である ARBは ARB = ARA′A
′
RA′′A

′′
RB なので

ARB =

CϕCθCψ − SϕSψ −CϕCθSψ − SϕCψ CϕSθ
SϕCθCψ + CϕSψ −SϕCθSψ + CϕCψ SϕSθ

−SθCψ SθSψ Cθ

 (1.5)

1.2節で定義した角度は，幾何計算として数学的に扱いやすい角度の定
義であり，これを本書では関節変数と呼ぶことにする．
バイオメカニクスや臨床の分野で人の関節の角度を扱う場合は，これ
とは異なる定義が用いられることが多い．関節角度の定義方法について
はいくつかの流派があるが，臨床歩行研究会が発行している「DIFF 解
説書」や，藤田医科大学の発行している「歩行分析と動作分析」などを
参照するとよいだろう．
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1.3 ヤコビアンの計算
以下の説明では特に説明がない場合はベクトル表記を太字とする．上
肢の末端の手先位置をX，関節角度を θとしたとき，手先の速度 Ẋ と
関節角速度 θ̇との関係を表した以下の式におけるJをヤコビアンと呼ぶ．
ヤコビアンJとは関節角速度 θ̇と手先の速度 Ẋの変化の比率を表す物理
量となっている．

Ẋ = Jθ̇ (1.6)

図 1.4: 2次元 2リンクモデル

図 1.4に示す 2次元の 2リンク剛体モデルのヤコビアンJを計算する例

を示す．手先の位置 P の位置座標をX =

(
x

y

)
とすると，全微分の定義

式より

dx =
∂x

∂θ1
dθ1 +

∂x

∂θ2
dθ2

dy =
∂y

∂θ1
dθ1 +

∂y

∂θ2
dθ2

(1.7)
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であり，これを行列表現すると(
dx

dy

)
=

(
∂x
∂θ1

∂x
∂θ2

∂y
∂θ1

∂y
∂θ2

)(
dθ1
dθ2

)
(1.8)

となる．この両辺を dtで割ると(
dx
dt
dy
dt

)
=

(
∂x
∂θ1

∂x
∂θ2

∂y
∂θ1

∂y
∂θ2

)(
dθ1
dt
dθ2
dt

)
(1.9)

となり，J =

(
∂x
∂θ1

∂x
∂θ2

∂y
∂θ1

∂y
∂θ2

)
とすれば，関節角速度 θ̇ =

(
dθ1
dt
dθ2
dt

)
と手先の

速度 Ẋ =

(
dx
dt
dy
dt

)
の関係式 Ẋ = Jθ̇ が得られる．

実際に図 1.4の 2次元の 2リンク剛体モデルの J を計算すると

x = l1 cos θ1 + l2 cos (θ1 + θ2)

y = l1 sin θ1 + l2 sin (θ1 + θ2)
(1.10)

なので x
∂θ1
， x

∂θ2
， y

∂θ1
， y

∂θ1
をそれぞれ計算して

J =

(
−l1 sin θ1 − l2 sin (θ1 + θ2) −l2 sin (θ1 + θ2)

l1 cos θ1 + l2 cos (θ1 + θ2) l2 cos (θ1 + θ2)

)
(1.11)

が得られる．
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1.4 剛体リンクモデルの一般化
関節の動きによって動かせる回転方向の数を「関節の自由度」と呼ぶ．
例えば，肩は屈曲・伸展の方向，内転と外転の方向，内旋と外旋の方向
に腕を動かせるため，関節の自由度は「3」であるし，手の末端にある指
の関節は屈曲・伸展方向にしか動かせないため，関節の自由度は「1」で
ある．
一つ一つの関節に対する関節の自由度の設定には様々な考え方がある
が，例えば自動車業界でよく利用されているRAMSISと呼ばれるデジタ
ルマネキンでは図 1.5のような関節の自由度が設定されている [3]．図中
のDOF (DegreeOfFreedom)が関節の自由度を表しており，骨盤BEC

は原点位置の情報も持つため，自由度は「6」となっている．

図 1.5: RAMSISモデルの関節の自由度 [3]
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図 1.5のように人には数多くの関節が存在するので，数学的に扱いやす
くするために n自由度の多関節と手先位置の関係を一般化して定義する．
ただし，関節が 1より大きい k自由度を持つ場合は，長さが 0のリンク
で繋がれた k個の 1自由度の関節で置き換えて考えるものとする．
人の関節の自由度に 1, 2, · · · , nと番号をつける．また，第 i関節の角度
を qiとし，関節変数（関節角度）と呼ぶことにする．
次に関節変数をまとめた関節変数ベクトル関節変数 qを

q = [q1, q2, · · · , qn]T (1.12)

と定義する．
また，手先の位置と姿勢（空間上の角度）を表すベクトル rを

r = [r1, r2, · · · , rm]T (1.13)

と定義する．
このとき，3次元空間上で手先が自由な位置と姿勢が取れる場合は，手
先の位置はx, y, zの 3次元座標，手先の姿勢はα, β, γの 3つの姿勢角度で
表すことができるためm = 6となる．
rと qの関係は一般的には r = fr (q)の非線形関数となり，関節変数ベ
クトル qが決まれば，対応する手先位置 rは一意に決まる．この計算は
簡単に解くことが可能であり，こうした問題は順運動学問題と呼ばれる．
逆に rから qを求める場合は q = f−1

r (r)を求めなければならず，rに
対して qが必ず存在するとは限らない（例えば手先の届かない場所に r

を設定すると解は存在しない）．また，解が存在しても一意に決まるとは
限らない（同じ手先位置でも様々な関節角度が解として存在する）．この
計算は多くの場合解くことが難しく，こうした問題は逆運動学問題と呼
ばれる．
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1.5 ヤコビアンの一般化
ヤコビアンをもう少し一般化したヤコビ行列を定義する．
k次元ベクトルξ = [ξ1, ξ2, · · · , ξk]Tと，l次元ベクトルη = [η1, η2, · · · , ηl]T

の間に ηj = fj (ξ1, ξ2, · · · , ξk)が j = 1, 2, · · · , lで成り立つとき，以下のよ
うに定義された l × k行列をヤコビ行列と呼ぶ．

Jη (ξ) =
∂η

∂ξT

=


∂η1
∂ξ1

∂η1
∂ξ2

. . . ∂η1
∂ξk

∂η2
∂ξ1

∂η2
∂ξ2

. . . ∂η2
∂ξk

...
...

. . .
...

∂ηl
∂ξ1

∂ηl
∂ξ2

. . . ∂ηl
∂ξk


(1.14)

このとき η̇ = Jη (ξ) ξ̇である．
ヤコビ行列を用いれば，手先の位置と姿勢を表すベクトル rの微分値

（手先速度）と，関節変数ベクトル q の微分値（関節角速度）の関係は
ṙ = Jr (q) q̇とシンプルに記述できる．このとき Jr (q) =

∂r
∂qT となる．

次に図 1.6に示す 2次元 3リンクモデルのヤコビ行列の計算例を示す．

図 1.6: 2次元 3リンクモデル
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ここで r = [x, y, α]T，q = [θ1, θ2, θ3]
T として，Ci = cos θi，Si = sin θi，

Cijk = cos (θi + θj + θk)，Sijk = sin (θi + θj + θk)とする．このとき，

x = l1C1 + l2C12 + l3C123

y = l1S1 + l2S12 + l3S123

α = θ1 + θ2 + θ3

(1.15)

で計算できる．このとき，

Jr (q) =
∂r

∂qT
=


∂x
∂θ1

∂x
∂θ2

∂x
∂θ3

∂y
∂θ1

∂y
∂θ2

∂y
∂θ3

∂α
∂θ1

∂α
∂θ2

∂α
∂θ3

 (1.16)

であることに注意して Jrを計算すると

Jr (q) =

− (l1S1 + l2S12 + l3S123) − (l2S12 + l3S123) −l3S123

l1C1 + l2C12 + l3C123 l2C12 + l3C123 l3C123

1 1 1


(1.17)

となり，ṙ = Jr (q) q̇の関係式は

ẋẏ
α̇

 =

− (l1S1 + l2S12 + l3S123) − (l2S12 + l3S123) −l3S123

l1C1 + l2C12 + l3C123 l2C12 + l3C123 l3C123

1 1 1


θ̇1θ̇2
θ̇3


(1.18)

となる．
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Chapter

2
可操作性楕円体

2.1 楕円体の概念
2次元 2リンクモデルの関節角度 θ1，θ2の微小変化を∆θ1，∆θ2とした

場合に，
√

(∆θ1)
2 + (∆θ2)

2 ≤ 1の条件で∆θ1，∆θ2を変化させた場合を
ここでは考える．式 1.11より

(
dx

dy

)
=

(
−l1 sin θ1 − l2 sin (θ1 + θ2) −l2 sin (θ1 + θ2)

l1 cos θ1 + l2 cos (θ1 + θ2) l2 cos (θ1 + θ2)

)(
dθ1
dθ2

)
(2.1)

となる．この関係式に
√

(∆θ1)
2 + (∆θ2)

2 ≤ 1を満たす∆θ1，∆θ2を代
入して（dθ1，dθ2を代入して）計算された dx，dyを∆x，∆yに置き換え
て座標平面上にプロットすると楕円体が描ける（図 2.1）．

図 2.1: 楕円体モデル
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このとき，楕円体は関節角度 θ1，θ2をわずかに変化させた場合に，手
先が動くことのできる範囲を図示したものになっている．また，楕円の
長軸は手先が動かしやすい方向を，短軸は手先が動かしにくい方向を表
している．
こうした楕円体は数学的に容易に計算して求めることができるため，古
くからロボットアームの操作性（手先の動かしやすさ）の評価に利用さ
れており，ロボットアームと似た関節構造を持つ人の場合でも，同様の
評価指標を利用することができる．
次に楕円体の計算方法について説明するが，その前に関節角速度ベク
トルを使ったヤコビ行列の計算方法について説明する．

2.2 関節角速度ベクトルを使ったヤコビ行列計算
座標の回転角速度については複数の表現方法が存在する．

オイラー角による定義
座標系の姿勢角をオイラー角で表現したベクトルを AϕB としたと
きの Aϕ̇B = dAϕB

dt
を座標の回転角速度として定義する方法

角速度ベクトルによる定義
各瞬間における座標軸の回転軸方向に，回転角速度に等しい大きさ
を持つ角速度ベクトルAωB を座標の回転角速度として定義する方法

ただし，左上の添え字Aは基準座標系 ΣA，右下の添え字Bは物体座
標系ΣBを表し，AϕB，

AωBは基準座標系ΣAから見た物体座標系ΣBの
値をそれぞれ表している．

1.2節のオイラー角の定義に戻って考えると AϕB =
[
α̇, β̇, γ̇

]T
とした

とき，AωB = α̇ZA + β̇YA′ + γ̇ZA′′であり，ZAは ARA′の第 3列，YA′は
ARA′′ = ARA′A

′
RA′′の第 2列，ZA′′は ARBの第 3列に相当するため，こ

れらの列成分を取り出してまとめると

AωB = α̇

00
1

+ β̇

−SϕCϕ
0

+ γ̇

CϕSθSϕSθ
Cθ

 =

0 −Sϕ CϕSθ
0 Cϕ SϕSθ
1 0 Cθ

 Aϕ̇B (2.2)

となり，Aϕ̇Bと
AωBはそれぞれ異なる値を取ることが分かる．
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第 1章で計算した ṙ = Jr (q) q̇ の式における座標の回転角速度の定義
はオイラー角による定義を採用しており，r =

[
APB,

AϕB

]T
としたとき

のヤコビ行列を計算している．
ここで回転角速度の定義として角速度ベクトルAωBを採用すると，V =[

AṖB,
AωB

]T
となり，V = JV (q) q̇ という新たなヤコビ行列を定義す

ることができる．
このとき Jrと JV の関係は

JV =



1 0 0

0 1 0 0
0 0 1

0 −Sϕ CϕSθ

0 0 Cϕ SϕSθ
1 0 Cθ


Jr (2.3)

となる．
楕円体モデルの計算では一般的に JV 表現のヤコビ行列が利用される
ため，以後の楕円体モデルの説明では JV 表現での計算方法を示す．
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2.3 楕円体の導出方法
手先位置 rに対する速度ベクトル V と関節角速度 q̇との関係が V =

JV (q) q̇で与えられているものとし，以後，JV (q)を単にJと表記する
ことにする．
このとき，ユークリッドノルム ∥q̇∥ = (q̇21 + q̇22 + · · ·+ q̇2n)

1
2 が ∥q̇∥ ≤ 1

を満たす関節速度 q̇を用いて実現できる手先速度V の集合はm次元ユー
クリッド空間内の楕円体となる．
この楕円体は

• 主軸半径の長い方向は大きな手先速度の出しやすい方向を表す

• 主軸半径の短い方向は小さな手先速度しか出せない方向を表す

• 楕円体が球形に近いほどあらゆる方向に手先を動かしやすい

ことを意味しており，こうした楕円体は手先の可操作性を表しているた
め「可操作性楕円体」と呼ばれる．可操作性楕円体は+の記号を疑似逆
行列とすると，以下の式によって与えられる（数学的な証明は省略する）．

V T
(
J+
)T

J+V ≤ 1 (2.4)

また，R (J)を J の値域とするとV ∈ R (J)となる．楕円体ではV =

JV (q) q̇において ∥q̇∥ ≤ 1の条件を扱っているためV ∈ R (J)である．
疑似逆行列について補足説明をしておくと，疑似逆行列とは通常の逆行
列の概念を正則でない行列の逆行列を扱えるように拡張したものである．
任意のm× n行列Aに対して以下の等式を満たす行列は疑似逆行列と
呼ばれる．

• AA+A = A

• A+AA+ = A+

•
(
AA+

)T
= AA+

•
(
A+A

)T
= A+A

疑似逆行列はrank (A) = mのときA+ = AT
(
AAT

)−1
であり，rank (A) =

nのときA+ =
(
ATA

)−1
AT である．
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楕円体の性質を決める主軸ベクトルは以下の方法で求まる．
J の特異値分解を J = UΣV T とすると，U はm×m，V は n× nの
直交行列であり，Σは

Σ =

σ1 0
. . .

0 σm

0

 (2.5)

となる．
ここで，σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σm ≥ 0であり，σ1, σ2, · · · , σmは J の特異
値である．つまり σ1, σ2, · · · , σmは，JTJ の固有値 λi(i = 1, 2, · · · , n)の
平方根

√
λiの大きいほうから順にm個取ったものになっている（特異値

分解に関する数学的な証明は省略する）．
このとき U の第 i列ベクトルを uiで表せば可操作性楕円体の主軸は

σ1u1, σ2u2, · · · , σmumとなる．
楕円体の主軸に関する計算方法は次のように考えると分かりやすくな
る．楕円体は S = {V |V = Jq̇, ∥q̇∥ ≤ 1}となる集合 S で表現される．
J = UΣV T であることから S =

{
V |V = UΣV T q̇, ∥q̇∥ ≤ 1

}
の場合を

考えればよく，UΣV T q̇において特異値分解の解の性質からU ∈ Rm×m，
V ∈ Rn×nは直交行列となる．このとき，V T は直交行列であることから
座標の回転を意味し，Σは各座標軸方向に対角成分の倍率だけ伸縮する
ことを意味し，U は直交行列であることから座標の回転を意味する．
ここで，T を直交行列とすると (Tu,Tv) = (u,v)であり，直交行列は
内積に影響を及ぼさない．また，∥Tu∥ = ∥u∥であることからノルムに
も影響を及ぼさず，直交行列の積は座標の回転を意味することに注意し
て欲しい．
このため，集合 S =

{
V |V = UΣV T q̇, ∥q̇∥ ≤ 1

}
は ∥q̇∥ ≤ 1で与えら

れる単位球をV T で回転させ，Σで各軸方向に伸縮させ，最後にU だけ
回転させて得られた楕円体であることが直観的に分かる．
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可操作性楕円体から計算される可操作性の目安として楕円体の体積が
利用されることもある．体積が大きいほど操作性が高く，体積が小さい
ほど操作性は低いと言える．
楕円体の体積は cmωで計算され

ω = σ1σ2 · · ·σm (2.6)

mが偶数のときは

cm =
(2π)

m
2

[2 · 4 · 6 · · · (m− 2) ·m]
(2.7)

mが奇数のときは

cm =
2 (2π)

m−1
2

[1 · 3 · 5 · · · (m− 2) ·m]
(2.8)

となる（数学的な証明は省略する）．
ここで，係数 cmはmが決まれば定数となるため，実際は ωの値で楕
円体の体積は変化する．このため，ωは可操作度と呼ばれる．
ω は ω =

√
detJJT で計算することも可能であり，m = nの場合は

ω = | detJ |で計算できる．
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2.4 特異値分解の計算方法
任意のm×n行列AについてAATの固有値を計算するとdet

(
λIn −ATA

)
=

0の解となる．
固有値を大きい順に並べて λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0として，σi =

√
λi

（ただし i = 1, 2, · · · ,min(m,n)とする）と定義すると，あるm×mの直
交行列U と n× nの直交行列V が存在して，A = UΣV T が成立し，U

は左特異ベクトル，V は右特異ベクトルと呼ばれる．
このときΣはm ≥ nのときは

Σ =


σ1 0

. . .

0 σn

0

 (2.9)

Σはm < nのときは

Σ =

σ1 0
. . .

0 σm

0

 (2.10)

で与えられる．
U とV については以下の方法で計算できる．行列AについてAAT =

UΣV T
(
UΣV T

)T
= UΣV TV ΣTUT = UΣΣTUTなので，

(
AAT

)
U =

UΣΣTUTU = U
(
ΣΣT

)
となる．

一般的に行列Aの固有ベクトルを並べて作成した行列XはAX = XΛ

と表され，Λは対角行列でその成分が固有値となることが知られている
（数学的証明は省略する）．
結局，上式から行列AAT の固有値は行列Aの特異値の 2乗

(
ΣΣT

)
で

あり，その単位長さの固有ベクトルを求めれば左特異ベクトルU になる
ことが分かる．同様にATAの固有値は同じく特異値の 2乗になり，その
単位長さの固有ベクトルを求めれば右特異ベクトルV となる．
ただし，AAT，ATAともにその固有値が特異値の 2乗になること．U，

V は直交行列であるため，各列ベクトルは正規直交基底となるため互い
に垂直であり，それぞれの大きさは 1となるため，U，V ともに単位長
さの固有ベクトルがその列成分となることに注意すること．
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2.5 可操作性楕円体の計算例

図 2.2: 2次元 2リンクモデルの可操作性楕円体

図 2.2に示した 2次元 2リンクモデルの可操作性楕円体の計算例を示す．
Ci = cos θi，Si = sin θi，Cijk = cos (θi + θj + θk)，Sijk = sin (θi + θj + θk)

の表記方法を利用すると，x = l1C1 + l2C12，y = l1S1 + l2S12なので

J =

(
j11 j12
j21 j22

)
=

(
∂x
∂θ1

∂x
∂θ2

∂y
∂θ1

∂y
∂θ2

)
=

(
−l1S1 − l2S12 −l2S12

l1C1 + l2C12 l2C12

)
(2.11)

このとき可操作度 ωは ω = | detJ | = l1S2|S2|なので θ2 = ±90[deg]で
可操作度はリンク長 l1，l2によらず最大値となることが分かる．
人間が机の上でマウス操作を行うときに肘の角度が 90[deg]付近になっ
ているのは，可操作度が最大となる姿勢を取るためと考えられる．
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次に可操作楕円体の主軸を計算する．

JJT =

(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
j211 + j212 j11j21 + j12j22

j21j11 + j22j12 j221 + j222

)
(2.12)

a11，a12，a21，a22をそれぞれ計算すると

a11 = (−l1S1 − l2S12)
2 + (−l2S12)

2

a12 = a21 = −1

2
l21 sin(2θ1)− l1l2 sin(2θ1 + θ2)− l22 sin(2θ1 + 2θ2)

a22 = (l1C1 + l2C12)
2 + (l2C12)

2

(2.13)

JJT の固有値 λは det
(
JJT − λI

)
= 0より求める．このとき

λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21 = 0 (2.14)

であり，α = −(a11 + a22)，β = a11a22 − a12a21として λ2 +αλ+ β = 0

を考えると

α = −(L2
1 + 2L2

2 + 2L1L2C2)

β = L2
1L

2
2S

2
2

(2.15)

である（数学的証明は省略するが非常に煩雑な計算が必要である）．

λ2 + αλ+ β = 0の一般解
−α±

√
α2−4β

2
に α，βを代入すると

λ =
(L2

1 + 2L2
2 + 2L1L2C2)±

√
(L2

1 + 2L2
2 + 2L1L2C2)2 − 4L2

1L
2
2S

2
2

2
(2.16)

となり，特異値は σi =
√
λiとなる（ただし，i = 1, 2である）．
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楕円体の主軸ベクトルはJJT の単位長さの固有ベクトルを求めればよ
いので，JJTU = λiU として，U = ui = (uxuy)

T とすると，(JJT −
λiI)U = 0であり[(

j11 j12
j21 j22

)
−

(
λi 0

0 λi

)](
ux
uy

)
= 0 (2.17)

を解くと uy =
(λi−j11)
j12

uxとなる．
従って JJT の単位長さの固有ベクトルを求めると

ux =
−j12√

j212 + (j11 − λi)2
(2.18)

uy =
j11 − λi√

j212 + (j11 − λi)2
(2.19)

となる．この式に先ほど求めた λi(i = 1, 2)を代入すれば，可操作楕円
体の主軸ベクトル（固有ベクトル）ui(i = 1, 2)を求めることができる．
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2.6 数値シミュレーションによる計算
2.5節では 2次元 2リンクモデルの可操作性楕円体の解析解を求める例
を示したが，数値シミュレーションによって可操作楕円体を計算する場
合はより簡便な方法がよく利用される．
2次元N リンクモデルの手先位置を P (x, y)とすると

x =
N∑
k=1

(
lk cos

(
k∑
l=1

θl

))

y =
N∑
k=1

(
lk sin

(
k∑
l=1

θl

)) (2.20)

となる．多変数関数の全微分の定義より

dx =
∂x

∂θ1
dθ1 +

∂x

∂θ2
dθ2 + · · ·+ ∂x

∂θN
dθN

dy =
∂y

∂θ1
dθ1 +

∂y

∂θ2
dθ2 + · · ·+ ∂y

∂θN
dθN

(2.21)

であり， (
dx
dt
dy
dt

)
=

(
∂x
∂θ1
　 ∂x

∂θ2
　 · · · ∂x

∂θN
∂y
∂θ1
　 ∂y

∂θ2
　 · · · ∂y

∂θN

)(
dθ1
dt
dθ2
dt

)
(2.22)

となるため，

J =

(
∂x
∂θ1
　 ∂x

∂θ2
　 · · · ∂x

∂θN
∂y
∂θ1
　 ∂y

∂θ2
　 · · · ∂y

∂θN

)
(2.23)

である．通常この J の計算は式（2.20）を偏微分して l1, l2, · · · , lN と
θ1, θ2, · · · , θN の値を代入するだけなので簡単に数値計算できる．
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次に通常のプログラミング言語であれば行列の固有ベクトルと固有値
を計算する関数として [V ,D] = eig

(
JJT

)
となる eig関数が準備されて

いるため，これを計算に利用する．
ただし，[V ,D] = eig (A)としたとき，V の列はAの固有ベクトルと
なっており，対角行列Dの対角成分には固有値が左上から順番に，大き
い値の順にソートされて入っているものとする．
このとき，可操作性楕円体の主軸ベクトルの大きさ σ1, σ2は

σ1 =
√
D(1, 1)

σ2 =
√
D(2, 2)

(2.24)

であり，可操作性楕円体の主軸ベクトルは

u1 = V (:, 1)

u2 = V (:, 2)
(2.25)

となる（ただし，V (:, d)はV の d列目の成分を表している）．
以上の方法で楕円体の主軸ベクトル uとその大きさ σが計算できるた
め，めんどうな解析解を計算しなくても 2次元平面上に楕円体を描画す
ることができる．
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Chapter

3
様々な楕円体

3.1 筋空間・関節空間・作業空間
人間の運動は筋肉を動かし，関節角度が変化し，手先（作業）の位置
が変わる．筋肉，関節，手先（作業）の変化は物理状態で定義すること
が可能であり，その物理状態を表す座標空間を以下のように定義できる．

筋空間 筋長や筋力など筋の物理状態を表す座標空間

関節空間 関節角度や関節トルクなど関節の物理状態を表す座標空間

作業空間 手先の位置・姿勢や力など手先の物理状態を表す座標空間

作業空間（ X ， F ）

関節空間（ θ ， τ ）

筋空間（ L ， f ）

手関節

肘関節

肩関節

作業空間関節空間筋空間

位置 X

力 F

関節角度 θ

関節トルク τ

筋長 L

筋力 ｆ

図 3.1: 各空間の定義
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3.2 各座標空間の関係性
筋空間，関節空間，作業空間の間にはそれぞれの座標空間で記述され
た運動の変換式が存在する．例えば第 1章で扱ってきたヤコビアン J は
関節空間の関節角度の微小変化 dθから作業空間の位置・姿勢の微小変化
dXへの変換式と考えることができる（図 3.2）．

作業空間

関節空間

筋空間

位置

関節
角度

微小変位の関係

図 3.2: 各座標空間の関係性 その 1

以降の項で各座標空間の関係性を定式化するために，作業空間，関節
空間，筋空間で次のように座標空間上の変数（ベクトル）を定義する．

作業空間
位置・姿勢 X = (x1, x2, · · · , xm)T

力 F = (F1, F2, · · · , Fm)T

関節空間
関節角度 θ = (θ1, θ2, · · · , θn)T

関節トルク τ = (τ1, τ2, · · · , τn)T

筋空間
筋長 L = (L1, L2, · · · , Lk)T

筋力 f = (f1, f2, · · · , fk)T
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どの空間で運動を行う場合でも仕事はエネルギーを単位としており，座
標系に依存しない．したがって，リンク系に微小変化をさせたときにリ
ンク系がなす仕事は，作業空間で表現しても同じでなければならない．

F TdX = τ Tdθ (3.1)

この式に dX = Jdθ を代入して整理すると F TJ = τ T となる．次に
両辺の転置をとって

τ = JTF (3.2)

の式が導かれる．この式を用いれば任意の手先力F に対して，そのと
きの τ を求めることができる．この関係式を図 3.2に書き加えたものを図
3.3に示す．

作業空間

関節空間

筋空間

力 位置

微小変位の関係

関節
トルク

関節
角度

図 3.3: 各座標空間の関係性 その 2
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次に筋空間と関節空間の関係の定式化を行う．筋長Lは関節角度 θに
よって一意に定まるので

L = p(θ) (3.3)

となり，関節角度を筋長に変換する k× nのヤコビ行列G = ∂p
∂θ
を新た

に定義して θのまわりの微小変位に着目すると

dL = Gdθ (3.4)

となる．また，τ = JTF を求めたときと同様に考えると

τ = −GTf (3.5)

となる（筋力と筋長は常に逆符号となるため負符号がついている）．
この関係式を図 3.3に書き加えたものを図 3.4に示す．

作業空間

関節空間

筋空間

力 位置

微小変位の関係

関節
トルク

関節
角度

筋力 筋長

図 3.4: 各座標空間の関係性 その 3
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1

2

3

4

図 3.5: 筋骨格系モデルの例

例えば図 3.5に示す筋骨格系のヤコビ行列Gは例えば以下のような方
法で算出できる．
まず，筋長Lを求めると余弦定理より

L =


L1

L2

L3

L4

 =


p1(−θ1)
p2(−θ2)
p3(θ1)

p4(θ2)

 (3.6)

pk(θi) =
{
a2k + b2k − 2akbk cos

(π
2
+ θi

)} 1
2

(3.7)

となる．ただし k = 1, · · · , 4であり，i = 1, 2である．
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このLの式を θiで偏微分することで

G =


−d1(−θ1) 0

0 −d2(−θ2)
d3(θ1) 0

0 d4(θ2)

 (3.8)

dk(θi) =
akbk sin

(
π
2
+ θi

){
a2k + b2k − 2akbk cos

(
π
2
+ θi

)} 1
2

(3.9)

となる．
図 3.5において，筋力 fkで生じる関節まわりのトルク τ を求めると，筋
力 fkのモーメントアーム長は dk(θi)と等しくなるので

τ =

[
τ1
τ2

]
=

[
d1(−θ1) 0 −d3(θ1) 0

0 d2(−θ2) 0 −d4(θ2)

]
f1
f2
f3
f4

 = −GTf

(3.10)

となる．
このように関節空間から筋空間へのヤコビ行列Gを導入することによ
り，筋空間と作業空間の運動学的関係を数式で記述することができる．
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最後に運動が準静的であると仮定して，各空間における変位と力の関
係を以下のように定義する．

作業空間（m次元） F = KedX　　Ke：m×m行列

関節空間（n次元） τ = Kjdθ　　Kj：n× n行列

筋空間（k次元） f = −KmdL　　Km：k × k行列

ただし dX，dθ，dLはバネのように平衡点からの変位を表し，Kmは
各筋肉の弾性係数を表す行列で，筋収縮の形態によってその値は異なり，
随意的に調整することも可能である．生体の運動では所望の作業空間上
のKeを，筋空間上のKmを調整することで実現している．
この関係式を図 3.4に書き加えたものを図 3.6に示す．

作業空間

関節空間

筋空間

力 位置

微小変位の関係

関節
トルク

関節
角度

筋力 筋長

図 3.6: 各座標空間の関係性 その 4

図 3.6よりKeとKjの関係はKjdθ = JTKeJdθよりKj = JTKeJ

である．同じように考えるとKj = GTKmG，K−1
e = JK−1

j JT，−K−1
m =

GK−1
j GT の関係式が図 3.6を見ればただちに得られる．

ここでは微小変位の関係（F，dX，τ，dθ，f，dL）について各座標
空間の関係性を説明してきたが，同じような関係性の定義は速度の関係
（F，Ẋ，τ，θ̇，f，L̇）や加速度の関係（F，Ẍ，τ，θ̈，f，L̈）でも同
様に定義することができる．研究では様々な空間の変位や速度，加速度
の関係性が数理モデルで表現され，分析されている．
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3.3 様々な楕円体モデル
人間の脳は走る，投げる，跳ぶといった身体の運動を実現するとき，作
業空間，関節空間，筋空間それぞれのレベルで運動のプラニングを行い，
複雑な運動を実現している．人体は自由度の高い冗長系になっており，作
業空間上は全く同じ運動（外から計測すると全く同じ運動）であっても，
様々な実現方法が存在する．
このため，運動のプランニング方法は実現する運動の速さや負荷の大
きさ，本人の体の状態（疲労や怪我の状態），本人の運動経験（練習量）
によって人それぞれ異なっていると考えられる．
第 2章で扱った可操作性楕円体は関節空間の関節角速度 θ̇の関係と作
業空間の速度 Ẋ の関係 Ẋ = Jθ̇において，∥θ̇∥ ≤ 1を満たす関節角速度

θ̇で実現できる作業空間の速度 Ẋ の集合 Ẋ
T (

J+
)T

J+Ẋ ≤ 1を求めた
ものであり，これは関節空間の角速度 θ̇から作業空間の速度 Ẋへの運動
マッピングの性質を表している．
人間の脳は各個人の身体特徴に応じた各空間間のマッピングの性質を
記憶しており，特異姿勢回避，関節トルク総和最小，運動エネルギー最
小，関節可動域制約などの拘束条件下で運動の不良設定問題の解を瞬時
に計算することで運動のプラニングを行っていると考えられている．
運動のマッピングについては可操作楕円体以外にも様々な楕円体モデ
ルが提案されている．

可操作性楕円体
基本式 Ẋ = Jθ̇

正規化条件 ∥θ̇∥ ≤ 1

楕円体集合 Ẋ
T (

J+
)T

J+Ẋ ≤ 1

可操作力楕円体
基本式 τ = JTF

正規化条件 ∥τ∥ ≤ 1

楕円体集合 F TJJTF ≤ 1

筋力コンプライアンス楕円体
基本式 dX = −JKj

−1GTf

正規化条件 ∥f∥ = 1

楕円体集合 dXT
[
(JKj

−1GT )(JKj
−1GT )T

]−1
dX ≤ 1

ただし rankJ = m，rankG = n
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他にも τ と Ẍとの関係を表す動的可操作性楕円体，F と Ẍの関係を
表す一般化慣性楕円体とモビリティ楕円体，dXと F の関係を表す等ポ
テンシャル楕円体とスティフネス楕円体など，様々な楕円体モデルが提
案されている．
このうち可操作力楕円体は関節トルクをわずか変化させた場合に手先
で発揮できる力を表しており，楕円体の長軸は力の出しやすい方向，短
軸は力の出しにくい方向を表している．
既に説明した通り J の特異値分解を J = UΣV T として，J の特異値
を σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σm ≥ 0としたとき，可操作性楕円体の主軸ベクトル
は σ1u1, σ2u2, · · · , σmumとなる．
可操作力楕円体の主軸を計算すれば u1

σ1
, u2

σ2
, · · · , um

σm
となるため（数学

的証明は省略する），可操作性楕円体と可操作力楕円体は任意の 2軸を選
んで楕円体を比較すると，必ず長軸と短軸が直交する関係になっている．
これは手先を動かしやすい方向は手先の力の出しにくい方向になって
おり，手先の力の出しやすい方向は手先を動かしにくい方向になってい
ることを意味しており，人間の感覚によく一致することが分かる．
例えば上下方向は手先を動かしやすく，前後方向は手先を動かしにく
いため，プロテインのシェイクは手を上下方向に動かして行う．逆に前
後方向は手先の力が出しやすいが，上下方向には手先の力を出しにくい
ため，手先を前後に動かすベンチプレスでは大きな力が出せるが，手先
を上下に動かすケーブルトレーニングでは大きな力が出せない．
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Chapter

4
楕円体モデルの計算

4.1 2次元 2リンクモデルの楕円体
図 1.4の 2次元 2リンクモデルにおいて，l1 = l2 = 1（単位はm）とし
て，θ2 = −2θ1の条件で θ1を−π

2
から 0まで動かしたときの可操作性楕

円体と可操作力楕円体の計算結果を図 4.1に示す．

前後

上

下

図 4.1: 楕円体モデルの計算例
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なお，図 4.1では楕円体の長軸・短軸のスケールは 1
5
になっており，腕

のリンクは黒色の線，可操作性楕円体を青色で長軸・短軸を赤色で描い
ている．また，可操作力楕円体を緑色で長軸・短軸を黄色で描いている．
図 4.1より可操作性楕円体（青）と可操作力楕円体（緑）の長軸方向は
常に直交していることが分かる．
可操作生性楕円体（青）を見ると，手先を肩関節に近い位置では上下
方向よりも前後方向のほうが手先が動かしやすい方向になっており，楕
円体の面積は小さくなっている（手先が動かしにくくなっている）．
また，手先が肩関節から遠い位置では前後方向よりも上下方向のほう
が手先を動かしやすい方向になっており，楕円体の面積も大きくなって
いる（手先が動かしやすくなっている）．
可操作力楕円体（緑）を見ると，手先を肩関節に近い位置では前後方
向よりも上下方向のほうが手先の力が出しやすい方向になっており，手
先が肩関節から遠い位置では上下方向よりも前後方向のほうが手先の力
が出しやすい方向になっている．
人の感覚とは多少のズレがあるものの，人の動作感覚に近い計算結果
が得られるいることが分かる．
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4.2 2次元 3リンクモデルの楕円体
次に図 1.6の 2次元 3リンクモデルを使ってスクワットの動作をシミュ
レーションした結果を図 4.2に示す．図 4.2では l1は下腿部，l2は大腿部，
l3は体幹部の長さを表すものとする．また，図は矢状面での運動を扱っ
ており（体を真横から見たときの運動を扱っており），足関節位置を原点
としている．原点に近いほうからリンクから l1，l2，l3となっている．図
4.2には可操作力楕円体のみを緑色で描いており，膝の屈曲角度が大きい
姿勢ほど楕円の緑色が濃くなるように描いている．図 4.2では楕円体の長
軸・短軸のスケールは 1

20
になっている．

前後

上

下

膝
腰

肩

図 4.2: 楕円体モデルの計算例 2
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l1，l2，l3の長さについては 2003年に産業技術総合研究所のデジタル
ヒューマン研究センターで計測されたAIST/HQL人体寸法・形状デー
タベース 2003の 20歳から 30歳の日本人男性 49名のデータを用いて以下
のように定めた．

l1 膝蓋骨中央高の平均値（0.449m）

l2 転子外突高の平均値（0.832m）から l1を引いた値（0.383m）

l3 肩峰高の平均値（1.364m）から転子外突高の平均値を引いた値（0.532m）

スクワットの姿勢についてはクォータースクワットのときの膝関節角
度を θ2 = 45deg，ハーフスクワットのときの膝関節角度を θ2 = 90deg，
フルスクワットのときの膝関節角度を θ2 = 120degとした（フルスクワッ
トは股関節位置が膝関節位置よりわずかに低くなる，キリの良い角度に
設定した）．
なお，足関節角度は θ2 = 0degのときに θ1 = 90deg，θ2 = 90degのとき
に θ1 = 70deg となるように θ1 = 90− 2θ2

9
で変化するものと想定し，股関

節角度は足関節と肩関節を結ぶ線が必ず地面と垂直になるように（バー
ベルが垂直方向にのみ動くように）

θ3 = cos−1

{
− l1
l3
cos θ1 −

l2
l3
cos(θ1 + θ2)

}
− θ1 − θ2 (4.1)

で変化するものと想定して計算を行った．
スクワットで高重量を扱うためには，バーベルをかついだ位置（肩関
節の位置）で，バーベルを持ち上げる方向である，垂直方向上向きの可
操作力楕円体成分（以下，挙上力成分と呼ぶ）が大きくなることが好ま
しい．
図 4.2より，挙上力成分は θ2が大きくなるほど（スクワットの姿勢が
クォータースクワットからフルスクワットに近づいていくほど）小さく
なっていく様子が分かる．
これはスクワットの姿勢がクォータースクワットからフルスクワット
に近づいていくほど，バーベルを持ち上げる方向に力が出しにくくなる
という計算結果を示しており，人の動作感覚に近い計算結果が得られて
いることが分かる．
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この傾向をもう少し詳しく調べるために θ2と挙上力成分（楕円の中心
と楕円と，y軸との接点のうち値が大きいほうの接点との距離に等しい値
となる）の関係を計算した結果を図 4.3に示す．
ただし，図 4.3の横軸は膝関節角度 θ2を表しており，縦軸はフルスク
ワットのとき（膝関節角度を θ2 = 120degのとき）の挙上力成分の大きさ
が 1になるようにスケーリングされた挙上力成分の値の大きさを示して
いる．

図 4.3: 計算結果のグラフ 1

図 4.3ではフルスクワット（θ2 = 120deg）の値 1.00に対して，ハーフ
スクワット（θ2 = 90deg）では 1.05，クォータースクワット（θ2 = 45deg）
では 1.68の値となっている．
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また，同じグラフの極小点付近を拡大して描いた図 4.4を見ると，フル
スクワット手前のパラレルスクワット（大腿部と地面が平行となる深さ
までしゃがんだスクワット）付近で挙上力成分は極小値を取っているこ
とが分かる．
競技者の間ではフルスクワットよりもパラレルスクワット付近の姿勢
のほうが挙上する力を出しにくいことは経験的によく知られており，ス
クワットのスティッキングポイント（可動域の中で最も発揮できる力が弱
いポイント）の姿勢と計算結果がよく一致していることが分かる（物理
的にはパラレルスクワットの姿勢がバーベルと膝関節，股関節間のモー
メントアームが最も長くなる姿勢となるため，挙上力成分が極小値を取っ
ていると考えられる）． Full 

Squat

図 4.4: 計算結果のグラフ 2
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最後に実際の人で計測したフルクワット，ハーフスクワット，クォー
タースクワットの最大挙上重量の実測値が，どの程度計算結果と一致す
るか比較する．
少なくとも 2年以上のトレーニングを行い，少なくとも体重の 1.5倍以
上のパラレルスクワットが可能であり，高強度のトレーニングが可能な
28名の男子大学生アスリートを集めて，各スクワットの最大挙上重量を
計測した実験 [4]によると，各スクワットの最大挙上重量の平均値はおお
むね

フルクワット 平均値 127kg

ハーフスクワット 平均値 150kg（フルスクワットの 1.18倍）

クォータースクワット 平均値 165kg（フルスクワットの 1.30倍）

の計測結果であった．
また，この実験ではスクワットをしたときの膝関節角度をゴニオメー
タで計測しており，フルスクワットは 110deg以上，ハーフスクワットは
85degから 95degの間，クォータースクワットは 55degから 65degの間に
膝の角度がなるように計測を行っている．
先ほどの 2次元 3リンクモデルを使って，この実験に合わせて可操作
力楕円体の挙上力成分を再計算した結果は

フルクワット 挙上力成分 0.185（θ2 = 110degで計算）

ハーフスクワット 挙上力成分 0.194（θ2 = 90degで計算）
フルスクワットの 1.05倍

クォータースクワット 挙上力成分 0.246（θ2 = 60degで計算）
フルスクワットの 1.33倍

であり，ハーフスクワットの計算値がやや低めに出ているものの，概ね
良い計算結果を得ていることが分かる．
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最後に理論値と計測値をプロットしたグラフを図 4.5に示す．

Quater 
Squat

Half 
Squat

Full 
Squat

1.001.05

1.68

1.33

45 90 110

1.00
1.001.18

1.30

Red ： Measured value(n=28)

Black ： Theoretical value

図 4.5: 計算結果のグラフ 3

このように楕円体モデルのような単純な幾何モデルであっても，分析
対象の動作によっては．細かい条件は一致しないものの大雑把な動作の
傾向は分析することができる．
ただ，ここで用いた可操作力楕円体は人の体では当然とも言える

• 人は関節角度によって筋力の出しやすさが違う

• 人は関節によって発揮できる筋力が違う（膝関節よりは股関節のほ
うが大きなトルクが出せる）

• 人は動作の速度によって発揮できる筋力の大きさが違う（ヒルの
法則）

といった前提を無視した計算結果になっている．このため，ハーフスク
ワット付近の理論値と計測値の誤差が大きいと考えられる．
より人間の感覚に近い，より実験での計測値に近い結果を得るために
は，より精緻な数理モデルを使った分析が必要であることが分かる．
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後書き

人の運動を数理モデルを使って分析することが難しいのと同様に，人（と
その運動）を正しく計測することも難しい．例えば，第 4章で利用した
人体寸法の計測を一つを取ってみても，その計測には多くのノウハウや
背景知識が必要である．
例えば「下腿の長さを測る」ことを考えてみたときに，下腿の長さと
はどこからどこまでの長さのことだろうか？という疑問が浮かぶ．次に
「足関節中心から膝関節中心までの長さのこと」と定義したとして，では
足関節中心と膝関節中心の位置はどのように測るのか？という疑問に当
たる．
少し調べてみると膝関節点とは直立時に大腿骨遠位部で最大前後径の
高さを上下方向の値として，その高さにおける大腿骨の左右径の中心を
左右方向の値として，前後径の中心を進行方向の値とする点とすればよ
い近似位置を得ることや，足関節点は前額面で見た内顆と外顆の突起点
を結ぶ線分の中点とすればよい近似位置を得ることなどが分かる．
最後にこれを多数の人を対象に計測して統計データを作成しようと思
い立ったときに，それをやろうと思うと途方もない労力と時間が必要と
なることに思いが至り，計測を諦めることだろう（もしくは適当な計測
で代用することを考えるだろう．参考までに代用的な簡易計測法につい
ても一大研究分野が存在している）．
幸いにもこうしたデータの多くは計測結果がデータベースとして公開
されており，我々エンジニアはそれほど苦労することなく計算に使いた
いデータを入手することができる．
こうした基礎研究を突き詰め，地道に計測実績を積み重ねる研究者に
は本当に頭が下がる思いである．その努力が一つ一つの工業製品のレベ
ルを上げ，多くの人の「使いやすい」とか「ちょうど良い」に繋がってい
るのである．
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